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AVERTISSEMENT. 


Cel opuscule contient la théorie complète des infini- 
ment petits considérée comme base du calcul différentiel, 
du calcul intégral et de celui des variations. On y a joint 
1° quelques exemples relatifs au calcul différentiel ; 2° une 
digression sur les logarithmes des nombres négatifs; 3° les 
considérations qui rendent rigoureusement raison des 
applications géométriques du calcul intégral. 

Les emprunts faits à d’autres auteurs seront facilement 
reconnus par les lecteurs attentifs. 
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PRINCIPES 


Dr. 


L’ANALYSE INFINITÉSIMALE. 


CHAPITRE PREMIER. 

LE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

§ 1 . Théorie des infiniment petits. 

1. Une fonction d’une variable x est dite continue entre deux 
limites xz=a, xxzb, si elle est telle que pour chaque valeur 
de.r, entre «et b, elle reçoit une ou plusieurs valeurs réelles et 
finies. La fonction est dite discontinue entre s et A, si une ou 
plusieurs valeurs de x comprises entre ces limites , la rendent 
infinie ou imaginaire. 

Il y a des fonctions qui , pour chaque valeur de la variable, 
admettent elles-mêmes plusieurs déterminations : les radicaux, 
par exemple. Ces fonctions sont appelées multiples; mais rien 
n’empêche de considérer séparément ces différentes détermina- 
tions, c’est-à-dire de les séparer. C’est ainsi que Vx-j-\ 
présente les deux déterminations -f-Pjr-fT, — vx+1, que 
l’on peut regarder chacune comme une fonction non multiple. 
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a PRINCIPES de l'analyse infinitésimale. 

2. Théorème. Toutes les fois qu’une fonction fx est continue 
entre deux limites x =a , x = b , on peut, entre ces limites, 
faire varier x par degrés assez petits pour que fx varie par 
degrés aussi petits qu’on voudra. 

Si la fonction fx n’est pas indépendante de x , parmi les dif- 
férentes valeurs qu’elle prendra depuis x=za, jusqu’à xz=b, 
il y en aura une qui sera plus grande , et une autre qui sera 
plus petite que toutes les autres. Soit xzzm une valeur de x 
qui répond à la première, x = n, une valeur de x qui répond 
à la seconde; soit h une quantité comprise entre fm et fn; je 
dis qu’il y a entre m et n au moins une valeur de .r qui rend 

fx—k ou fx — k— 0. (1) 

Car on a fm f>k et fn<^k 

ou fm — /t-^>0 cl fn — k 0. 

Donc l’équation (1) a au moins une racine réelle comprise 
entre met»’; par conséquent/a? prendra successivement toutes 
les valeurs k, comprises entre fm elfn. 

Cela posé soit xzza' une valeur de x prise dans un intervalle . 
où fx va constamment, soit en croissant, soit en décroissant; 
je dis que l’on peut attribuer à x une valeur d-\-i telle que 
f[d-\-t) et fa' diffèrent d’une quantité'moindre qu’une quantité 
donnée â, quelque petite qu’elle soit; car on peut supposer que 
fd-\-ô est compris entre les valeurs extrêmes que prend fx dans 
l’intervalle qu’on a pris; il s’ensuit qu’il y a dans cet intervalle 
une valeur de x qui rend fx— fa’ + â ; soit b' celte valeur. Si de 
x—ti à x=a’, fx va en diminuant, pour toutes ces valeurs de 
x ,fx sera moindre qu efb'—fd-\-d et plus grand que^'; donc 
si x~a -H est une de ces valeurs, fîd-i-î) — fd sera <f_ô. De 
même si fx va en augmentant de x—b' à xz ~d. 

Donc etc. 

3. Ici comme ailleurs, nous appellerons infiniment petit une 
grandeur indéterminée, qui peut être supposée aussi petite qu’on 
veut, par rapport aux données, sans que l’exactitude des raison- 

* Dans mon Algèbre ce principe cil établi pour toule espèce d'équation , 
algébrique on uon. 
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nements et calculs où elle entre, soit altérée. Le théorème pré- 
cédent peut donc être énoncé sous la forme suivante : 

Si dans une fonction continue dans un certain intervalle , la 
variable varie infiniment peu dans cet intervalle, la fonction 
varie de même infiniment peu. 

4. Le calcul différentiel roule principalement sur les accrois- 
sements infiniment petits des variables et des fonctions.- Nous 
désignerons ces accroissements par la caractéristique J; celui 
de la variable sera souvent représenté par i , de sorte que 
dxzzi. On a donc aussi Jfr=f{x-\-ï) — fx , et si xr=z2 , on aura 

//./•2=/(2 + 0-/-2. 

5. On voit que /jfx serait nul si i l’était : en général tous les 
infiniment petits qui seraient nuis avec i , forment un système 
dont i est appelé la base (dénominations dues à M. Calchv); 
comparée avec la base i, une grandeur réelle, comprise entre 
-4-oo et — oo peut présenter quatre cas : 1" Elle peut rester in- 
variable pendant que i converge vers zéro ; dans ce cas elle sera 
appelée grandeur finie absolue ; 2’ elle peut se rapprocher indé- 
finiment d’une limite finie absolue, si i marche vers zéro : telle 
est 4-l-i, qui se rapproche du nombre 4; ces sortes de quan- 
tités seront simplement nommées quantités finies; 3’ si une 
quantité devient de plus en plus petite avec i (quant aux mo- 
dules) et s’anpulc avec i, nous sommes déjà convenus de l’ap- 
peler un infiniment petit; 4’ si au contraire le module d’une 
quantité converge vers -4-oo à mesure que i va vers zéro, on 

dira que celle quantité est infinie. Telle est -. 

6. Tout infiniment petit dont le rapport avec la base i est fini, 
est dit du premier ordre; en général, si le rapport d’un infini- 
ment petit avec /“ est fini , cet infiniment petit est dit de l’ordre 
m , m étant positif, mais quelconque d’ailleurs. Ici nous distin- 
guerons deux cas, selon que ce rapport est fini absolu, ou sim- 
plement fini : dans le premier cas l’infiniment petit en question 
sera appelé infiniment petit absolu de l’ordre rn. Dans le se- 
cond on supprime la dénomination d’absolu. C’est ainsi que 3r’ 
est un infiniment petit absolu du second ordre, tandis que 
3Î 1 — f— est simplement infiniment petit de ce même ordre. 

1 . 
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t 

Rien n’empêche de dire qu’une quantité finie est de l’ordre 
zéro. 

Deux théorèmes principaux établissent les règles particulières 
au calcul des infiniment petits. Ori les trouvera ci-après sous les 
n 01 8 et 33. (Nous continuerons de désigner la base par i, jus- 
qu’à nouvel avis.) 

7. Théorème. Si a est de V ordre m ,u de l’ordre m’ ; Ota sera 


de l’ordre m+m' , — , sera de l’ordre m— m'. 
a! 

„ . aa' a a! ...... a a' 

= < ï uanUle «nie, vu que^,p sont 


finis (6). 

_ a . , a a! . - . , • 

2 — : i a — m '— — : — est aussi fini ; donc etc. 
a i m i"' 

8, Théorème. Soit A un infiniment petit absolu de l’ordre m , 
A’ un infiniment petit de l’ordre m-|-ni', ( m ' étant )>0 , 
comme m); s’il est prouvé que A-|-A — 0 , il s'ensuit que A=0. 

A A’ 

En effet, de l’équation A-|-A'=0 , on déduit — — =0, puis 


O) 



or A’ étant de l’ordre m+m', — sera de l’ordre ml ; ainsi dans 

l’équation (1) , si le premier membre n’est pas nul, il est fini, 
tandis que le second est infiniment petit; donc une même quan- 
tité serait à la fois finie et infiniment petite , ce qui est absurde. 
Donc enfin on a A=0 et A — 0. 

Corollaire. Si A' était lui-même composé d’une quantité A, , 
infiniment petite absolue de l’ordre m-+-m' , et d’un infiniment 
petit d’un ordre supérieur à celui-ci, on conclurait encore que 
A,=0. Donc en général si dans leur équation K=0 , R se com- 
pose d’infiniment petits absolus de divers ordres combinés par 
addition, on peut conclure que cette équation se décomposera 
en autant d’autres qu’il y a de termes d’ordres différents, et on 
formera ces équations en égalant à zéro les infiniment petits 
absolus d'un même ordre. 
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9. Remarque I. Cette propriété n’est qu’un cas particulier de 
la loi générale des homogènes. 

10. Remarque 2. En vertu du n° 8 on peut dans une équation 
entre infiniment petits, ne conserver que ceux «le l’ordre le 
moins élevé, supprimer les autres soit à la fois, soit à mesure 
qu’on le jugera convenable, en se guidant d’après les théorèmes 
suivants. 

11. Théorème. Si a est de l’ordre m, a! de l’ordre m-(-m', 
(m'^>0) , je dis que a! peut toujours être supposé moindre que 
a, quant aux modules. 

Car le rapport — est de l’ordre m' (7); il est donc infiniment 
a 

petit et le numérateur a est moindre que a, en valeur absolue. 

12. Théorème. Si a est de l’ordre m , a" sera de l’ordre mn. 


Car 


_ /'«y. 
i"“ \i m J 


et • ci 0 

Or — est fini; donc — l’est. Donc etc. 

I*m l’iun 

13. Théorème. Si a, , a,, .... a„ , sont infiniment petits, n fini, 
la somme Ur~ CC.-K...-+- ct a , est infiniment petite. 

Car pour rendre cette somme moindre qu’une quantité don- 
née â, il suffit, de satisfaire aux inégalités suivantes, en ayant 
égard aux valeurs absolues : 

Cl) 

n n n 

Or comme n est fini, et par suite ne dépasse pas un certain 
nombre donné k , que d’un autre côté a, , a,....a u peuvent s’ap- 
procher de zéro d’aussi près qu’on veut, il est évident qu’on 
pourra satisfaire aux inégalités (1), desquelles il résultera que 

K t — f— Cï,— | — .... — f— (Ku<d<^. 

14. Remarque. Si le nombre n croissait indéfiniment à mesure 
que a,, a,,...a„ convergent vers zéro, on ne pourrait plus affir- 

ô ô 

mer que les conditions a, - » etc. , sont possibles, vu que - 
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n’est plus une quantité donnée, mais bien une quantité qui dé- 
pend de a,, a, .... a„; et si, par exemple, la liaison entre 
n et a,, a, est telle, que a,n, a,n .... a„n soient tous 

^>â, en valeur absolue, nos inégalités seront impossibles. On 
ne peut donc pas affirmer en général que des infiniment petits y 
en nombre infini, donnent Une somme infiniment petite. 

la. Coroll. Dans le cas où n est fini, si a, est l’infiniincnl 
petit de l’ordre le moins élevé et que m soit l’indice de cet ordre, 
la somme a,-H* a +. sera dé ce même ordre m. Car on a 


a.+cta-)- •••• d "Kn 

F 


«■ , , , 
,■« + + + 


«» 
i" ' 


•» 

Dans le second membre de cette égalité le terme 


a, „ . 

— est fini 

i“ 


puisque «, est de l’ordre m; parmi les termes^, etc. ~ , il n’y 


en a aucun qui soit infini, vu que a, .... a„, sont de l’ordre m 
ou d’ordres supérieurs; donc ce second membre se compose 
d’uue partie finie et d’une partie infiniment petite; donc il est 
fini et la somme a, -+-a„ est de l’ordre m. 


16. Théorème. Toute série d’un nombre infini de termes or- 
donnés suivant les puissances croissantes d’un infiniment petit, 
puissances affectées de coefficients finis , est de l’ordre de son 
premier terme. 

Soit la série 

S= A a"H- A , a m+ ' -+- 


a étant infiniment petit; À, A,, etc., étant finis. 

Parmi les modules des coefficients A, A,, etc. , soit C le plus 
grand; on aura quant aux modules 

S<^Ca n ’d-C«“+ 1 -+- 

ou <Ta n, (ld-ad-cc’d->...) 


ou 


< 


Cer 


1— a 


Quantité de l’ordre de a m . 

17. Coroll. Donc toute série de celle espèce pourra être sup- 
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primée à côté d’un infiniment petit d’un ordre inférieur à celui 
du premier terme. 

18. Théorème. Soient A, , A*, .... A„ , des facteurs infiniment 
petits en nombre fini; si chaque facteur reçoit un accroissement 
d’un ordre supérieur au sien , le produit subira une variation 
d’un ordre supérieur au sien. 

Considérons d’abord 2 facteurs A, , A,; soient a,, a, les ac- 
croissements qu’on leur attribue; celui du produit sera 

(A .— | — ce.) (Aj-f-c,) — A,A, — AiCe,~hA,ce,'i-a l ot 2 . 


Or a, étant d5«n ofdrc supérieur à celui de A, , il en sera de 
même de A, a, par rapport à A, A, (7). De même A, a, ; enfin 
a, a , est aussi d’un ordre supérieur à celui de A,A,; donc la 
somme A 1 a 1 -|-A,a I -|~a l a a est dans le même cas (13). 

Supposons actuellement le théorème démontré pour le cas de 
n — 1 facteurs A, , .... A„_,; il sera vrai pour les deux facteurs 
A,, et (A,....A„_,), c’est-3-dirc pour le produit A,A,....A„. 

19. Remarque. Un des facteurs peut être de l’ordre zéro; plu- 
sieurs ou même tous peuvent être de cet ordre. 

20. Coroll. Si dans un produit h\.h\....h a (n étant fini) les 
facteurs k , , .... /r„ , sont composés chacun de deux infiniment 
petits dont le premier soit absolu, et d’un ordre inférieur à 
celui du second, le produit sera composé d’une manière sem- 
blable, et pour y supprimer tous les infiniment petits excepte le 
premier, il suffit de faire cette suppression dans les facteurs. 


21. Théorème. Si dans la fraction — , chaque terme supposé 


infiniment petit reçoit un accroissement d’un ordre supérieur 
au sien , la fraction recevra aussi un accroissement d’un ordre 
supérieur au sien. 

Soient a, fl les accroissements de A, B ; celui de ^ sera 


A-|-a A _ «B — fl A a A fl 

B-+-/Î ~ B “ B(B +/Î) = B+/9 ~ B ' 

a A 

Or est d’un ordre supérieur à celui de — , parce qu’il 

B-+-/Ï B 
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en est ainsi de ce par rapport à A , et que est du même 

ordre que B (7). L'ordre de est >0 , parce que fi est d'un 

B+p • 

ordre supérieur à celui de B; il s ensuit que l ordre de 

_J1_ est aussi supérieur à celui de - (7); donc enfin la va- 

B B +(t B 

rialion de — est dans le meme cas. 

B 

22. Coroll. Si dans une fraction ^ le iftimémteur se compose 


d’un infiniment petit absolu de l’ordre k, plus un infiniment 
petit d’un ordre supérieur; si de même le dénominateur se com- 
pose de deux infiniment petits, l’un absolu de l’ordre l, l’autre 
d’un ordre supérieur à l, la fraction se composera d’un infini- 
ment petit absolu de l’ordre k—l, plus un infiniment petit 
d’un ordre plus élevé, et pour supprimer ce dernier il suffit de „ 
réduire R cl L, aux ordres respectifs /.- et l. 

23. Théorème. Si un infiniment petit A reçoit un accroissement 


d’un ordre plus élevé que le sien , il en fera de même de V A. 

* • » 

Soit a la variation de A; posons W A —a, V* A-+-ce=a' 


et V' A-t-a — —a=. 

/■ f—l »— 1 * — <\ • • 

(a’— a) ) _ a'— a 

( — i • — 2 »— I 1 — • • — 1 

a'-j-a a' .4“^ 

a 

n 1 — } — ••••— f— 

Or soit m l’ordre de A, m-f-n celui de a; l’ordre ou a 


sera — (12"); celui de «’ -f- .... + a sera.(i — 1) — .... (J) i et 
s s 
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enfin V A-f-a — Ÿ A , sera de l’ordre m+n — ( s — 1) — — n-f- — , 
quantité - , ordre de 

24. Coroll. Si dans B b , b est fini absolu positif, mais quel- 
conque d’ailleurs, cl que B se compose d’un infiniment petit ab- 
solu de l’ordre ni, plus un infiniment petit d’un ordre plus 
élevé , il s’ensuit que B b se composera d’un infiniment petit ab- 
solu de l’ordre mb , plus un infiniment petit d’un ordre plus 
élevé, et pour supprimer ce dernier, il suffit de réduire B à 
l’ordre m. 

25. ÏHÉonÈsiE. La corde, le sinus, la tangente, d’un arc in- 
Jinimenl petit , sont du même ordre que l’arc. 

.1 

Soit un arc infiniment petit a; la corde est 2 sin^a; mais 


tin - » 2itn 1 et 

2 ’2 * 

est fini; donc son égal , l’est; donc la corde est 

t * 

2 * * 


du même ordre que l’arc. 


Le rapport étant aussi fini, sina est du même ordre 

a 


que a. 

Enfin X » produit dont chaque facteur est 

a a cosa 

fini; par suite tgu est du même ordre que a. 

26. Coroll. Il s’ensuit que les différences a — sina, a — tga, 
sont d’un ordre plus élevé que celui de l’arc; par suite si a est 
infiniment petit absolu, de l’ordre m, et qu’on veuille suppri- 
mer les infiniment petits des ordres supérieurs, on remplacera 
sina et tga par a. 

27. Remarque. La sécante d’un arc infiniment petit diffère in- 
finiment peu du rayon, de même que le cosinus; la première en 
plus, le dernier en moins. La cosécante et la cotangente sont 
infinies. 
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28. Tuéorème. Si un arc fini absolu a, qui n’est point un 
multiple du quadrant » reçoit un accroissement infiniment petit 
a, chacune des lignes t rigonomèl riques de a recevra un ac- 
croissement de l'ordre de a. 

1° L’accroissement du sinus est 

Am(a-f-a) —sin a == 2 «h ^ acos{a-{- j- a); 

2 c 0 i(a+^a)estfini; sin^ a est du mêmeordrequéa; donc etc. 

2° L’accroissement du cosinus est dans le même cas, vu que 
cos a—sin(90 — a). 

Quant aux autres lignes, on a 

• sin a cos a 1 f 

tgai= , cota~ — — , sec a— \coseca— ; 

cos a sma cos a sin a 

Comme aucun de ces dénominateurs n’est nul, il suit du n° 21 
que la même propriété a lieu. 

29. Coroll. Si un arc A se compose d’une partie finie .abso- 
lue qui n’est pas un multiple du quadrant, et d’un infiniment 
petit, chacune de ses lignes trigonométriques contiendra une 
partie finie absolue plus un infiniment petit; pour supprimer cc 
dernier, il suffit de réduire l’arc à la partie finie absolue. 

Il en sera encore de même: 1° de «nM , «wM , tg M, sécM, 
si la partie finie absolue (le M est un multiple pair du quadrant; 
2° de stnM, cojM, eolM , cosécM, si cette partie est un multiple 
impair du quadrant. 

30. Si a est fini, cç infiniment petit, il est prouvé (v. l’Alg.') 
que «* diffère infiniment pende l’unité, de sorte que a*z=l-f- 
infiniment petit. 

31. Théorème. Si dans logk, a 1 , k supposé fini reçoit un ac- 
croissement infiniment petit , il en sera de même de logk, a 1 » 
a étant fini absolu ainsi que la base des logarithmes. 

Soit a l’accroissement de h ; on a 

S 

log{k-\-a) — logfr= log 1 + - ! 

« v n y 
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Mais a étant infiniment petit , — l’est ainsi que log 

K 

car le logx est continu de ar=0 à x=ao ; il est d’ailleurs nul 
pour x— 1. 

' Pour a 1 on a 

a v+ “ — a y é± à l (a“ — i). 



Or, a v est fini; a x — 1 est infiniment petit (30) : donc etc. 

32. Coroll. Si dans loghl , a M , où la base du logarithme et celle 
de l’exponentielle sont finies absolues, M se compose d’une partie 
finie absolue augmentée d’un infiniment petit, il en sera de 
même de /ogM et de , et pour supprimer les infiniment petits 
dans ces deux dernières quantités, il suffit de le faire dans M. 

33. Théorème. Si une grandeur finie A est divisée en n parties 
infiniment petites de l’Ordre k , et si à chacune de ces parties il 
répond une grandeur de i ordre m-f-k , la somme de ces gran- 
deurs supposées de même signe sera de l’ordre m. 

Soient a, ,a,,....a n les parties de A, de sorte que A=u,-4-fl, 

Soienta,,a„...a,, les grandeurs qui répondent à ces parties; po- 

«, a, a- , 

sons — =: r, , — = r, , .... — = r„; les quantités r,, r,, .... r„ 

a\ u, a m 

seront de l’ordre m (7)i Soit r une quantité de ce même ordre 

plus grande que chacune d’elles; on aura, 


d’où 


— <^r -- «Cf" r — <" r 

a, a* a a 

a,-ha ,-+- .... + a„ <[ (a, -f- «H- .... -+- a„)r , 
< A r; 


comme A est fini , A r est de l’ordre m. 

I)c même si s est une quantité de l’ordre m, moindre que 
chacune des grandeurs r,, r ,, .... r„, on aura 


•••• -f-a„ A s qui est de l’ordre m. 

Donc la somme a, -t-a„ est de l’ordre m. 

34. Coroll. 1. Si A était infiniment petit de l’ordre u<CJf, la 
somme et, -f-..». sera il de l’ordre m-f-u. 

35. Coroll. 2. Si une ligne de longueur finie est divisée en par- 
ties infiniment petites du premier ordre, et qu’à chaque division 
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il réponde une grandeur, ligne, aire ou volume du second ordre, 
la somme de ces grandeurs sera infiniment petite, et pourra se 
supprimer à côté des quantités finies. 

36. Coroll. 3. Si une aire finie est divisée en parties infiniment 
petites du second ordre, et qu’à chaque division il réponde une 
grandeur infiniment petite du troisième ordre, ligne, aire ou 
volume, la somme de ces grandeurs sera infiniment petite et 
pourra se supprimer à côté des grandeurs finies. 

37. Remarque générale. Les suppressions dont il a été ques- 
•tion au n° 10 s’effectueront facilement au moyen de ce qui pré- 
cède; ainsi que nous l’avons dit, il n’est pas nécessaire qu’elles 
se fassent toutes simultanément; mais les équations ne seront 
exactes que lorsqu’elles seront homogènes, c’est à-dire lorsque 
tous leurs termes seront du môme ordre. Ainsi dans ce genre de 
calcul il peut arriver que l’on passe par des formules qui ne sont 
pas rigoureuses; mais les résultats homogènes ont une rigueur 
absolue. 

§ 2. Propriété fondamentale du rapport des différences — — — . 

38. Théorème. Si fx n’est pas indépendant de x; si de plus 

celte fonction est continue entre deux limites x— a , x=A ; pour 
toute valeur de x prise entre a et K, le rapport f(x-(-i) — fx se 
décompose en deux parties dont la première finie absolue en 
général , n’est nulle ou infinie que pour des valeurs isolées de 
x, tandis que la seconde est en général infiniment petite. 
(Théorème d’AMPÈRE , complété.) » 

Puisque la fonction fx dépend de x et qu’elle est continue 
de a à A, l’intervalle A —a peut être divisé en plusieurs autres, 
dans chacun desquels cette fonction est constamment ou crois- 
sante ou décroissante; supposons que l’un de ces intervalles 
commence à a et finisse à a!. Si dans cet intervalle partiel le rap- 
port devient infini , cela ne saurait provenir de ce que le 

numérateur devient infini ; car fx est fini de même que/(.*-|-0> 
entre a et A, par conséquent entre a et d. Par suite si 
ce rapport est infini, pour quelque valeur de x, c’est que pour 
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cette râleur, la différence f(x-\-t) —fx qui est infiniment petite, 
est d’un ordre inférieur au premier, qui est celui de i.— C’est 

ce qui a lieu , par exemple, pour la fonction fx=x*, et la valeur 
x=.0 ; car/^+/)— ; fxxx(x-\-ï)’ 1 — x* et pour #=0, cette diffé- 
.« A fx J* 1 

rence sc réduit à i*, d’où — — — — — -- quantité infinie. 


Ax 


i* 




De même si devient infiniment petit, cela ne peut pro- 
Ax 

venir que de ce que Afx est d’un ordre supérieur au premier, 
comme dans/«=« 3 , ou Afx—{. r-f-i) 3 — x 3 , quantité qui est 
du troisième ordre si #=0. 

Or on va prouver que si ces cas se présentent dans l’inter- 
valle d — a, cela ne peut arriver que pour des valeurs de x sé- 
parées les unes des autres par des intervalles finis, dans toute 

l’étendue desquels sera fini (déf. 5). 

Remarquons que x variant d’une manière continue depuis « 

Afx 

jusqu’à d , il est impossible que— j- passe immédiatement d’une 

Ax 

valeur infiniment petite à une valeur infiniment grande sans 
passer par des valeurs intermédiaires. Car si ce rapport devient 
infiniment petit pour une valeur x=b, et que la valeur la plus 
rapprochée de b qui le rend infini soit b', il est évident que b' ne 

jjfx 

saurait se confondre avec b , vu que — y- ne saurait être à la fois 

Ax 

infiniment petit et infiniment grand pour une même valeur de 
x; donc b diffère de b', et entre ces valeurs de « on peut en 

. ddfx 

trouver une infinité d’autres pour lesquelles — ne sera pas 

Ax 

infini. 

Il suit de là que l’intervalle a ' — a peut se diviser en un nombre 

Afx 

déterminé d’autres intervalles tels , que dans les uns — - ne sera 

Ax 

pas infini, et que dans l®s autres il ne sera pas infiniment petit. 
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Or je dis que dans aucun de ces intervalles ne saurait être 

Jx 

constamment infiniment petit, ou constamment infini. 

En effet, soit a a — a„ un pareil intervalle; divisons-le en n par- 
ties égales à i; posons a,=a„-H', a I =a,+<> etc. , 
faisons de plus 

f a ‘ -/«■» _ „ 

l ~ P ' 


fa,— fa, 


= P* 


fan—fOn-, _ 


P° 


Les valeurs p , , p , , .... p „ , sont de même signe puisque fx est 
croissant ou décroissant de a à a 1 , et par suite de a 0 à a„; d’ail- 
leurs les égalités ci-dessus, ajoutées entre elles, donnent 

fan —fan _ 

/>i+p, + *—-|-po' 

Divisant par n, et remarquant que — a 0 , on a 

fan— fan p, -f-/ 1 , + •••• ~t~Pn 

a a —a 0 n 

fa„, fa„, a„, a a sont finis absolus; le premier membre de cette 
équation est donc fini, et le second le sera aussi. De là on con- 
clut qu’il est impossible que toutes les quantités p,, p , .... p a , 
* /jfx 

valeurs de -j— , soient infiniment petites , car leur moyenne, qui 
t ix 

est égale au premier membre, le serait aussi. Il est donc impos- 

■ 4 /* 

sible que de a 0 à a n , — soit constamment infiniment pefit. 

z Jx 

Donc, si dans cet intervalle ce rapport a plus d’une valeur infi- 
niment petite, ces valeurs sont séparées par des intervalles dans 
toute l’étendue desquels il est fini. Même raisonnement quant 
aux valeurs infiniment grandes. Par suite ce n’est que pour des 
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valeurs isolées de x que — j— est infiniment petit ou infiniment 
/ifx 

grand. Donc en général est fini, et s'il n'est pas fini absolu, 

/JX 

il sera la somme de deux parties, l’une finie absolue, l’antre in- 
finiment petite. 

39. Remarque. Si fx était infiniment petit, le serait 

Ax 

aussi , en général. 

40. C’est la partie finie absolue du rapport des difTércuees que 

l’on nomme dérivée ou coefficient différentiel de la fonction; en 
posant y—fx, 

on est convenu de représenter la dérivée sous les deux formes 

dy 

A. " Ê- 

Dans la seconde, dx est une arbitraire; dy est le produit de 
celte arbitraire par la dérivée. 

Si l’on suppose dx-=.i, dy sera une partie de la différence 
Ay duffx-j-C) —fx , savoir celle qui est du premier ordre. Car 
Ay 

puisque -f- =fx-\- infiniment petit. 

Ax 

On a Ay—ifx-\-iy. infiniment petit; 
de sorte que Ay se compose de deux parties, l’une du premier 
ordre , l’autre d’un ordre supérieur. C’est de là que dy a pris le 
dy 

nom de différentielle, et ~ celui de coefficient différentiel. 


§ 3. Applications. 


41. y=x m . U y a quatre cas : 
1° m entier positif.... 

Ay Cr-H) ra 

~ — - = mx m -'+ 

Ax i 


i (m — 1 ) 

— - ix m ~'-+-...,-i-i m - ' 

2 


^=ffwr ra_ ‘-H infiniment petit; (u" 13) 
dy 

: A-=.mx m ~' 

dx 
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2° m entier et <^0; soit m— —n. 
dy _ x-* _ 1 ^ x° _ nx''- , -\-inf.p. 

~Jx~ i ~~ i 0-W)*.r” — x'°-hinf.p. 

[(n° 20) 

= — + in f- P ■ ( n ° 22). 

Donc^ = — nx~°~ 1 — mi" - 1 . 
dx 

3° m fractionnaire quelconque ; soit m=-, r et j entiers, j^>0. 

* 

J y _ 0»H-O —g-.. 

z/x 1 

Or il résulte des deux premiers cas, que l’on a , en général , 
(x-(-i)' — x T =rx'~ ’i-f-a, a étant un infiniment petit d’ordre 
supérieur ; 

A 

d’où (x— |—i)» — V' x r +rx r—, i-(-a. 

Mais pour extraire cette racine au premier ordre près, on peut 
faire abstraction de a ; car il est prouvé n° 23 que l’erreur com- 
mise sur V' x’-\-rx r —i , est de l’ordre n-t- - , n étant l’ordre de a. 


D’ailleurs V' x r -f-rx r— ’i = x‘— f- - x* _, r-|- etc. 


f r p * \ » 

Le reste de l’extraction, x’-\-rx'~'i — - zr.-'ij étant 

du second ordre, on peut encore en faire abstraction; donc 

dy r , . . 

— = • xr~'-|- infiniment petit 
dx s 

dr r r 

~r- — -xr-‘ —mx m ~ 
dx s 

4” m est incommensurable. Soit m—k-\-u, k étant commen- 
surable, u infiniment petit. On a x^xzx^y.x " ; d’ailleurs x”=l-+- 
un infiniment petit que je nomme tpx (n° 30). 
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De là //j=(jc-+-/) 1 (1 -f-çi(jr+/)) — ^(1 -\-(px) 

=(.r-+-i) k — x‘‘H-(.r+i') k ÿ(r-f-i) — x l (px 
ou posant x v (pxzz: Wx qui sera aussi infiniment petit , 

,-ly (jr-H) 1 — *' k , VÇx+i)-Yx 

Jx ~ f h t 


■=.kx v ~ '-f-inf. pet. ; car 


IFOh - 1 )-Wx 


eslinf. pet. (39). 


4r_ 


ou -j- = mx m ~ ’-f- inf. pet. vu que m diffère infiniment peu de k, 
z/.r 

^ • 

Donc encore -- gz inx m ~'. 

IIX 

42. On démontrera facilement que 

1“ La différentielle de la somme de plusieurs fonctions est 
égale à la somme des différentielles de ces fonctions. 

2" La différentielle d’un produit est égale à la somme des pro- 
duits qu’on obtient en multipliant la différentielle de chaque 
facteur par le produit des autres facteurs. 

3° La différentielle d’une fraction est égale à la différentielle 
du numérateur multipliée par le dénominateur, moins la diffé- 
rentielle du dénominateur multipliée par le numérateur, le tout 
divisé par le carré dii dénominateur. 

43. TnÉORÈME DF.S PONCTIONS DE FONCTIONS I 

Soit y=Fx une fonction qu’on sait différentier; z=fy une autre, 
fonction qu’on sait aussi différentier en regardant y comme la 
variable indépendante ; si l’on exprime z en fonction de x, la 
dérivée de z par rapport à x est égale à f’yxF'x. 

Il y a ici à considérer: 1" la différentielle de z par rapport à 
x; nommant dx une arbitraire, posant fffx'j—tpx, on a pour 
celle différentielle dz — tpx.dx. 2" La différentielle de z par 
rapport à y; je la nomme dz; dy étant une arbitraire, on a 
d 3—fy.dy. 3" La différentielle dey par rapport à x; dx étant 
une troisième arbitraire, celle différentielle que je nomme dy, 
sera dy—Y'x.dx; de là 

dz dy „ dz 


est 


w'x — — , Fi- 
* (lx 

dz 


dx 

_dz dy 
dx dy ^ d x 


— ,f y — - - , et l’équation à prouver 
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Or, attribuons à x un accroissement arbitraire infiniment 
petit i~Axi soient Ay, Az les accroissements correspondants 
dej>- et z; on a identiquement 


Az Az Ay 

Ax Ay Ax 


O) 


Or se décompose en h infiniment petit. 

Ax dx 


Dans le second membre Az peut être regardé comme l’ac- 
croissement que prend z lorsque y devient y-\-Ay; donc . 

Az d'z Ay d’y . 

— - = 1- infiniment petit; enfin —f — - — f- infiniment 

Ay dy Ax ax 

petit. Donc l’équation (1) donne (n os 10 et 20) 

dz d z d'y . , . 

— = — . — — ce qui était a prouver. 
dx dy dx 1 

Rien n’empêche de supposer dyz=dy, dx—dx, d’où il ré- 
sulte que dzz=dz. 

44. Théorème. Le rapport des différences d’une fonction simple, 
ne peut se décomposer que d’une manière en deux parties, l’une 
finie absolue , l’autre infiniment petite. 

En effet soient (px , (p,x deux quantités finies absolues; a, a,, 
deux infiniment petits. 

Admettons qu’on ail 

Ay 

— — (px-{-a—(p.x-\-a. 


■ En vertu du n° 10, on aura (px=q>,x , a = a,. 

45. Remarque générale. Dans tout ce qui a été dit depuis le 
n° 38, il est entendu, ainsi qu’on l’a fait observer dans ce même 
n” 38, que les valeurs de x se rapportent à un intervalle où la 
fonction qu’on différenlie est continue. De plus dans la relation 

Ay _ dy 
Ax dx 

le terme a n’est infiniment petit que si ^ est fini; car si cette 

dx 


Digitized by Google 



CHAPITRE PRKMtF.r. 


'9 


quantité était infinie, tandis que est supposé fini, a serait 

Jx 

aussi infini. 

46. Je n’insisterai pas sur les différentielles des ordres supé- 

rieurs; je me contenterai de faire remarquer en général que 

étant finie, si dx est identique avec la base i des infiniment pe- 
tits, d"y est infiniment petit de l’ordre n. 

Je ne m’arrêterai pas non plus à démontrer la série de Taylor ; 
la manière la plus simple de l’établir est celle de M. Cauchy. 

Les différentiel les du sinus et du cosinus peuvent s’établir 
comme on le voit dans mon calcul différentiel , ou ailleurs. Mais 
je reprendrai la différentielle de a'. 

„ da' > a'+‘—a' «' — 1 

Jx i i 


Posons «=1 -{-b, d’où, par la série de Lagrange * 

| — 76 — | — ....— j — '■■■ b" -f- "~ 1 

I " * / 

iL étant 0 et 1 . 

Représentons par jr k la somme des produits h à k des nom- 
bres 1 , 2, .... n — 1 ; s\ id pour 1 , 2, . ... n. 

Nous avons 

i"/— ' i(i — 1 )....(/ — n-J-1) 

1 "/' — 1 “/■ 


_ . i —' ’- f -*,*’ -3 -+■(— ( — 1 )“ — 

Mais 1 .2 .... (n — 1) et 1"/ =1.2.... (n— l)n. 

>)— X-.t , (-1)— ' . 


Donc — = i. 


1 


-f- 


Dc même i“+'/-' i n — _ ( — 1)“ 
l n -H/' " 1 •+>/' n-f-l ’* 


■ On sait que i" est la factoriellc<(i— t) ... «— n-t-f) (Voyez Y Algèbre'. 

2 . 
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D'après cela 
0) ^=6.... 


n 1 n-+-l 


fr- — i°-+(-l)'-'s l n -,i 

!»/' ln+V 

(l-t-#*)*-— 

i étant infiniment petit le numérateur de chacune de ces deux 
dernières fractions est moindre que le double du module de son 
dernier terme; car le terme du premier ordre est plus grand que 

la somme des autres. Les deux derniers termes de ^ . forment 

l 

donc une sommé moindre que 

»■+■(! +«)'-- 

Le plus grand terme de est 2.3... (n — 1); le nombre de 
ces lermes'est n — 1; donc s n _,<^2.3 .... (n— l)’<Mv 
de même y„_, <^l"+’/' 

Ainsi dans (1) la partie qui est affectée du facteur i , est 
moindre que ...+2i6'°-+-2i6' n + , (l-|-9'A) ,— 1 A' étant le module 
de b. 

Les deux premiers termes du développement de (1-t-A)’ n’ont 
rien produit pour cette somme, qui est ainsi : 

(2) < 2i[A' > 4-6 ,3 + w +ft , “+6' , +'(t+^é)-" ] 

Mais A ,n +'(t-f-d-A)— ( b ■ 

Le facteur (t-f-fM)' diffère infiniment peu de 1. Comme 
1 , si l’on suppose b compris entre H- - et — - , l-t-fri sera 
1 b* 

^>-,et - — — sera <M. Donc à mesure que n augmente le 

terme ci-dessus se rapproche de 0, et (2) aura pour valeur, celle 
de la série 

2 ib ,% 

2/(ô' 6' 3 — t-....) =- — -, ce qui est infiniment petit. 
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2 


Ainsi, n élant supposé infiniment grand, on a 

(— 


a' — 1 b 7 b 1 

— = b ~ 2 + 3 — ’ ' 


(-1)V b 


n V I -f -S’bJ 




(1-|- d-b)' -4- infiniment petit. 


( / b \*+> 

Mais le terme • j bQ j (l-f-OA)' est infiniment petit; 


par suite 
des termes 


a' — 1 


diffère infiniment peu de la limite de la somme 


l - b l b l 

~ 2 3 ~ 7 


nommant k celte limite, on a donc 


( 3 ) 



a élant compris entre 1 



et 1 


A ce point on reconnaîtra 1° que le est le logarithme népérien 

de a; 2° que l’équation (3) a lieu pour toute valeur positive 

„ d.Logx Le , , , , , . 

île a; J” que — — zz — , e étant la base nepenenne. 


48. lin mol sur les logarithmes des nombres négatifs. 

Dans la formule e* 1 -l-=.cosx-\- \/ — 1 . sin x (1) 

on pose x—Vmn, ni élant entier; il vient 

(2) e 2mxi-i — l 

De celte équation on a conclu que, dans le système dont la 

base est e , l’unité a pour logarithme l’expression 2m7il // — 1 , 
quel que soit le nombre entier m. Il est clair que le mot loga- 
rithme n’a pas ici l’acception algébrique ordinaire; car si x est 
réel on a une idée très-nette de e', tandis qu’une puissance à * 
exposant imaginaire ne saurait être qu’un symbole de conven- 
tion. L’équation (1) elle-même n’a un sens que comme expri- 
mant sous forme abrégée certaines relations. 
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Il en est de même de L’équation (2) qui donne 

2 3 m 3 Ti 3 .f / — 1 


1 = 1 -\-2ni7iy' — 1 — ■ 


2 2.3 

et se décompose dans les deux suivantes 
2 , m , 7l 1 2 4 m% 4 2 t ’m'’7i 0 


0 = 


2.3.4 


2. 3. 4. S. 6 


2 4 m 4 7i' 

2.3.4 


0 = 2myi — 


2’m 


7t 


1 0 == 1 — 


0=1 


2.3 

(2m m)' 

in h 

Om)' , 


2 3 /n 5 jr 5 
_r ' 2.3. 4.5 

(2m7t) 4 
3.475*6 ~ 

(2 m Tl ) 4 


— etc.. 


2.3 


etc.. 


2. 3. 4. 5 

Posant dans l’équation (l),.r = (2/i -j- — 1, on obtient 

e (2«-t-i)n/ -1 _ _ j 


d'où l’on a conclu que — la une infinité de logarithmes tous 
imaginaires. 

Mais pour être en droit de regarder cette conclusion comme 
rigoureuse, il faudrait 1" donner une définition bien nette de 
ce qu’on entend en général par le logarithme d’un symbole né- 
gatif; 2" prouver en partant de là que — 1 n’a pas d’autres 

logarithmes que (2«— |— 1 — 1. Or c’est ce qui n’a pas été fait. 

Je le répète, la formule (1) qui sert ici de point de départ 
n’est rien moins qu’une relation d’une vérité absolue. Elle est 
déduite du développement de e ' qui est prouvé pour des va- 
leurs réelles de a;, et ne saurait l’être pour des valeurs imagi- 
naires; les conséquences qu’on peut en déduire doivent donc 
être vérifiées par d’autres voies, si on veut qu’elles soient rigou- 
reuses. Que si par logarithme d’un nombre négatif — a’, on 

entend une expression de la forme a-\- — 1, propre à vé- 

rifier l’équation e'~ — a*, je dis que le logarithme de — a* est 
le mêmequecelui de-f-a\ Giron a e* = — ^ e/soit a'‘:(-\-V' e')z=k 
d’où a'—kyy'e, et soit k—e T ; on aura 

« s Xe'= — y' exk— — a’ = e* +r . 
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Ainsi l’équation 
est satisfaite par 


e' — — a' 




Voilà des conséquences immédiates de la définition de 
log( — a’) et des règles du calcul des symboles négatifs, règles 
que j’ai établies en toute rigueur dans mon Algèbre. 

Il y a plus : on peut retrouver arithmétiquement les loga- 
rithmes des nombres négatifs; car ces derniers nombres se pré- 
sentent tout aussi bien que les nombres absolus, dans la pro- 
gression géométrique qui répond à la progression arithmétique 
des logarithmes. 

49. Dans une équation à deux variables, J\x, y) = 0 ,y est 
une fonction de x; si donc on considère un intervalle" où y est 
continu, il est certain 1“ qu’à un accroissement infiniment petit 
/jx—i, attribué à x, répondra un accroissement infiniment 

dy 

petit df, de y; 2' que le rapport — se décompose en deux 

/JX 

parties dont l’une est généralement finie, et l’autre infiniment 

dy 

petite. La première de ces parties est le ; pour la trouver, il ' 

faut considérer l’équation 

f{x-\-dx , y- f- dy) = 0. 

et comme dx, dy sont infiniment petits du premier ordre 
nous supprimerons les termes d’ordres plus élevés. 

df(x, y) 

Or f(x-\-Jx, ÿ)=f(x, y)- \-/dy — a u premier ordre 
près; puis * 

0 =f(x~j-dx , y-hdy) =f{x , y-\rdy) -fc- . 

Or ’d - est une fonction dey, qui varie infiniment peu, 
dx 

si r varie de même; donc au premier ordre près, le dernier' 

, , d.f(x,y) 

terme de l’équation précédente est égal à dx — — ; on a donc 

d.f(x,y) . d.flx,y ) 

O =fïx, y) + dy +- dx -^21 


dx 
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et comme f(x, y) — O , on aura 
o =.1r i - A ‘-’ r ' 1 


< l r 


dx 


Mais celle équation n’est pas encore exacte; car Ay n’est 
pas un infiniment petit absolu du premier ordre (n° 37); 
dy 

Ay=. — . Ax- 1 - infiniment petit d’ordre supérieur; il faut donc 
dy 

remplacer Ay par — . Ax , et l’on aura l’équation rigoureuse 
dx 


dx dy dx 

ou if- . dy -+- <l f . dx — II. 
dy ' dx 

On établira d’une manière analogue les équations différen- 
tielles des ordres supérieurs. (Voyez les Traités de calcul diffé- 
rentiel.) 


§ 5. Fonctions de plusieurs variables indépendantes. 

60. Si l’on a une fonction de plusieurs variables indépen- 
dantes x , y, u , t...., soit z cette fonction 
z — F(z > ) s Ri t >....) 

on pourra faire varier séparément chacune des quantités 

x, y, u, t , ce qui introduit dans le calcul autant de sys- 

tèmctf d’infiniment petits différents; on pourra établir entre les 
bases de ces systèmes telle relation ou dépendance qu’on voudra. 
Si l’on suppose que ces bases soient de même ordre, on arrivera 
aux différentielles totales, sinon on sera conduit aux différen- 
tielles partielles. 
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CHAPITRE 11. 


CALCUL INTÉGRAL. 


§ I. Notions fondamentales. 

51. Théorème. Soit fx uni; fonction continue entre les limites 
a et A^>a; soit divisé l’intervalle A — a en parties infiniment 
petites égales à tlx, et au nombre de 11 ; si l’on pose 

a-\-dx~a t , a,-i~dx = a,, etc a„_ 1 +'da:=A, 

je dis que la somme 

fa,dx-\-fa,.dx -\-fa, . Ac ■+•... . dx, (que je n ommerai S) 
se décomposera généralement en deux parties, l’une finie abso- 
lue, l’autre infiniment petite. 

Supposons que dans l’intervalle A — a, la fonction fx soit 
constamment ou croissante, ou décroissante; supposons la de 
plus positive. La moyenne de /«+/«. +/a, + est 

supérieure à la plus petite valeur de fx de a à A, et inférieure 
à la plus grande, et cumme/r, qui est continue entre « et A , 
peut prendre toutes les valeurs comprises entre ces deux va- 
leurs extrêmes , on peut représenter cette moyenne par fit , 
u étant compris entre a et A; de là 

, fu-\-fa,-\-....-\-fa„— l — n.fu 
puis S = ndx ,fuz=.{K—a)fu 

ce qui prouve d’abord que S est fini. 

Cela posé, je dis que « n augmente indéfiniment. (A — à)fu 
ne variera que infiniment peu. 

En effet, supposons que fx soit croissant de a à A, et di- 
visons chacun des n intervalles partiels dx , en n! parties égales 

à — ; la somme des valeurs de fx X qui répondent à ce 


premier intervalle sera 

_ dx \ 2dx\ 

fa . -+-f(a + 




1 H 
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Or, celle somme esl égale au produit de dx par la moyenne 
des quantités qui sont entre les accolades, moyenne qui diffère 
infiniment peu de fa, et qu’on peut, par suite, représenter 
par fa-\-u, a étant infiniment petit; de sorte que la somme 
dx * 

des valeurs de fx. — dans ce premier intervalle est dx ( fa-\-a ) : 
de même dans le second intervalle partiel, on aura 
dx{fa,- l-a.) ; 

dix . 

Ainsi la somme totale de toutes les valeurs de fx.— sera 

J n' 

dx(fa -+- (a -J- 


:= S infiniment petit. 

Car la moyenne de a, a,, .... est infiniment petite, et 
(a -ha, -+- .... -+- a„_,)dx == ndx x la moyenne = (A — a) X 
la moyenne. 

On voit donc que si au lieu de n divisions , on en suppose 
nn’ dans A — a, il n’en résulte pour S qu’une variation infini- 
ment petite. 

Que si on suppose que le nombre des divisions devienne 
n-\~k, on nommera S' la valeur de la somme S qui répond à 
ce cas. S" la valeur qui répond à n(n-\-k) divisions. D’après ce 
qui précède , n-\-h étant multiple de n. S" — S esl infiniment petit ; 
de même S" —S' ; donc il est de même d e S" — S — (S” — S') =S' — S. 

Donc enfin, si n augmente d’une manière quelconque, S ne 
variera que infiniment peu. Donc S ou (A — d)fx se compose 
d’une partie finie, plus une partie infiniment petite. 

Ce qui a été dit pour un intervalle qù fx varie dans le même 
sens et reste positif, s’applique à tout autre intervalle pareil et 
par suite à une série quelconque de valeurs de x où fx est 
continue. 

52. La partie finie absolue qui se trouve dans S s’appelle 
l ’ intégrale définie defx.dx, et se désigne comme on sait par 



Celte intégrale dépend de a et de A; si l’on y remplace A 
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par x on aura une nouvelle fonction de x que je désigne par 
F.r; dès lors on écrit 

(1) F x=Jfx.dx 

= [ /a +/a , -h .... -f -/(x — (lx) | dx 
Remplaçant x par jM -dx , on a 

F(jE-t-dr) — \_fa-\-fa, -f- ■■■•f'x — dx)-\-fx]dx 
d’où F (x -f- dx) — F x—fx.dx 

et , si Fa. 1 est continue , dVxxzfx . dx. 

Or Vx s’appelle l’intégrale indéfinie, et on voit que c’est une 
fonction telle, que sa dérivée est égale à fx. Ordinairement on 
écrit l’équation (1) sous la forme 


Fx 


= Cfx.dx. 


53. Si deux fonctions de x ont la même différentielle , la dif- 
férence de ces deux fonctions est indépendante de x. 

En effet, soient/r et fx-\-(px deux fonctions qui ont la même 
différentielle, on aura fx—fx -f- (p'x 

(•S 

d’où (p'x— 0. Mais si (p'x est nulle, l’intégrale définie (p'x .dx 

J a 

est nulle; elle est donc indépendante de À ; donc l’intégrale in- 
définie (px est indépendante de x. 

Autrement : On a ^ ?' — 2? =: (p'x- f- infiniment petit (1) 

= infiniment petit. 

Mais si (px n’est pas indépendant de x, ce résultat est impos- 
sible (n° 38) donc, etc. 

L’équation (1) exige que (px soit continue, ce qui a toujours 
lieu si (px n’est pas imaginaire; si on le supposait imaginaire, de 

la forme (p,x-±-(p,x . ^ — 1 , on trouverait que (p,x et (p,x sont 
indépendants de x. 

Il suit de là que quelle que soit la limite \ Jfxdx sera 
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toujours la môme fonction de A, et que ffxdx n’a qu’une seule 
et même détermination. 

54. L'intégrale définie à / fxdx est la différence F/S — Fa des 

valeurs que prend l’intégrale indéfinie, aux deux limites (j , a. 
En effet , l’intégrale indéfinie représente la limite de la somme 
dx(fa-+fa,+ .... -\-f(x — dx) ) , a étant arbitraire. 

Donc T a — dx{Ja-\-fa infiniment petit. 

F li=dx[fa+fa, dx))-f- infiniment petit, 
par suite F/9— Fa=d.r[/(a — dx)-\~fa-h....-hf(fi — <9x)j-+-inf. p. 

= dx [fa ■+■ .... -hf(ft—dx)] H- infiniment petit. 

= Jfxdx-i - infiniment petit. 

oc * 

r 3 

et (n° 8) F/9 — F a=.Jfxdx. 

55. Celle relation donne, par permutation 

Fa— F/9= Jfx.dx. 

Donc si l’on renverse les limites , l’intégrale définie change 
de signe. 

56. La différence F/9 — Fa ne dépendant plus de l’indéter- 
minée a , il s’ensuit que F/9 et Fa renferment cette indétermi- 
néeditns des termes indépendants, respectivement de /9 et de a; 
donc Fx ne la contient que dans des termes indépendants de x; 
par suite Fx se présente eri général comme une fonction de r, 
augmentée d’une partie indépendante de x, qu’on appelle la 
constante. C’est ainsi que si fx—cosx, on aura Fx =: sinx-\~ 

<iFx 

constante, et en effet — r— —cosx=fx. 
dx 

A. 

57. fx étant toujours continu de x = a à x = \, et dx= , 

la somme des valeurs 

fa . dx m ~\-f(a-\-dx) . dx m -f- .... -f-/(a+(n — 1 )dx) . dx m 
est infiniment petite de l’ordre in — 1. 
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En effet, celle somme est égale à 

dx m ~' 

la quantité entre parenthèses est finie, donc, etc. 

58. Dans ce qui a élé dit depuis le n° 51, on peut supposer 
quedr, au lieu d’être constant, varie suivant une loi donnée; 
ainsi on peut supposer que x est fonction d’une variable v , dont 
la différentielle est constante; on pose à cet effet x—Wo, 
d’où dx— W'v.dv, et fx.dx prend la forme fx. Wv. Je, ou 
%v.dv. Dès lors S est la somme des valeurs que prend %v.dv 
pour des valeurs de v qui croissent suivant une progression arith- 
métique dont la raison est do. 

§ 2. Applications géométriques. 

69. Rectifications. Pour calculer la longueur d’un arc de 
courbe, partagez le en parties infiniment petites du premier 
ordre; soit/#, tir -f-« l’expression générale de l'un de ces élé- 
ments , a étant d’un ordre supérieur au premier; la longueur de 
l’arc sera la somme des valeurs defx . dx-+-a; or, a ne donnera 
dans cette somme qu’un infiniment petit (n° 35) ; la somme des 
valeurs de fx.dx sera, aux quantités finies près, égale à Jfx dx 
prises entre certaines limites; donc l’arc est égal à J'fxdx , entre 
ces mêmes limites. 

60. Quadratures sur le plan. Même raisonnement que pour 
les rectifications. 

61. Quadratures dans l’espace. La question est ici de calculer 
sur une surface donnée z=F(x, y), l’aire terminée par uni: 
courbe dont la projection sur le plan xy est donnée. Soit (fig. 1) 
ADBD' cette projection, (p(x,y) = 0 son équation. Soient 
AA', BB 1 deux parallèles aux x , comprenant entre elles cette 
courbe; on mènera entre celles-là une série de parallèles aux x, 
parallèles équidistantes et infiniment rapprochées. Les aires 
comprises entre ADBD' et ces parallèles sont les projections 
d’autant de zones de l’aire cherchée. Considérant l’une quel- 
conque de ces zones, et sa projection CCD’D, on divisera celle- 


[~ Jfx.dx-F- infiniment petit j 
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ci par des parallèles aux y en éléments s, , s,, s 3 ....; ces nou- 
velles parallèles sont équidistantes et infiniment rapprochées; 
les aires s , , s,, etc. , sont les projections de portions infiniment 
petites du second ordre prises sur la surface donnée , et que je 
nomme S, , S,, etc. Pour avoir la somme S, on sait 

qu’au second ordre près l’un quelconque des éléments S, , S,.... 


est représenté par dx dy j/ 1 -f- 


dz 1 dz ’ 


dx' 


- — - expression que, au 


moyen de l’équation de la surface, on met sous la forme 
f(x , y) . dxdy , où dx est la valeur commune des divisions de 
CC' ; dy celle de CE , etc. Soient x , , x„ les abeisses de C et C', 
y l’ordonnée CF ; a, , .... «„ des infiniment petits du troisième 
ordre , on a 

S,-+-S,-f- ....=dx\J(x, , y)-yf(x, , y)-F • ~hf{x „ _ , , y) ]dy 
c, + K, -F ....—F 

La première ligne est, au premier ordre près, la valeur de 

l’intégrale définie dyjf(x, y)dx , où y est constant; la seconde 

est un infiniment petit du second ordre (n" 33). La zone pro- 
jetée en CDD'C’, est d’ailleurs égale à S,-FS,-F—* moins les 
deux infiniment petits du second ordre projetés en DCE, D'C’E 1 ; 
donc nommant Z cette zone, on a, au premier ordre près 


r) dx. 

J X. 


Cette. intégrale sera une fonction de x,, x„ et y. Or, d’une 
zone à l’autre x,, i, varient, c’est-à-dire que x,, ,r„ sont des 
fonctions dey; en effet, l’équation œ(r' y) = 0 doit donner 
pour yrrCF, les deux valeurs ar=0F’z=.r„ et ■r:=0F:=:.r I . Par 
conséquent l’équation (p(x, y) = 0 donnera deux valeurs de x 
en fonction dey; l’une x,—f,y, l’autre x„—f,y; on remplacera 
x,, x„ par ces valeurs dans l’expression de Z, qui sera alors de 
la forme 

Zz=F , y. dy-F un infinim. petit du second ordre que je nomme fi. 
Nommons maintenant y,, y,, etc., les valeurs dey qui répon- 
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dent au* zones successives dont la première est projetée en 
CDD'C'; nommons Z, , Z, .... Z m ces zones ; on aura 
Z, +Z,-f- .... Z m =tfy‘(F,/,-l-F,^*, .... 

H — — J— /Î» H — — +— /În, — 

La première partie du second même est, au* quantités finies 

/ ■ y ra 

Fj. dy; la seconde partie est infiniment petite; y, , y„ sont 

y> 

les ordonnées des points C et I ; à leur place on peut prendre 
celles de A et B , que je nomme y', y " .... Cela ne change qu’in- 
finiment peu la valeur de l’intégrale définie; enfin le premier 
membre ne comprend pas les portions de zones projetées en 
ACC', BU', on peut les y ajouter, et l’on a, entre quantités 
finies absolues , l’équation rigoureuse 


Aire cherchée = 



62. Pour les cubalures la marche du raisonnement est à peu 
près la même. 

Il y a des cas où l’on est conduit à décomposer des volumes 
en parties infiniment petites du troisième ordre; dans ce cas on 
peut négliger les quantités des ordres supérieurs; et en général 
si l’on a à intégrer n fois de suite par rapport à des varia- 
bles x, , x,,....x a , on peut négliger tous les termes des ordres 
supérieurs à l’ordre n. Toutes les fois que l’on arrivera à une 
équation dont tous les ternies sont absolument du même ordre, 
celte équation sera parfaitement rigoureuse. 

63. Remarque générale. Dans Pinfiniment petit la droite se 
confond avec la courbe, quant à la grandeur et à la position, le 
plan avec la surface courbe. Car les différences tombent toujours 
sur des infiniment petits négligeables d’après le n” 33. Ainsi le 
calcul infinitésimal ramène la considération des lignes et des 
surfaces courbes à celle des polygones et des polyèdres , et c’est 
là une des principales causes de la réussite de ce calcul dans les 
applications géométriques. 
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CHAPITRE 111. 


CALCUL DF.S VARIATIONS. 


Fonction* d'une variable indépendante. 


64. Dans le calcul différentiel on a fait varier les valeurs des 
variables indépendantes afin de comparer entre elles les valeurs 
successives que prend la fonction; ici nous allons faire varier la 
forme même de la fonction, afin de comparer ses valeurs à celles 
de la fonction variée. 

65. Soit y—fx une fonction de x ; on supposera qu’à cette 
fonction se trouvent joints des termes arbitraires, comme 
atpx-i-a.tp.x-h etc., a, a, , etc. , étant des constantes par rap- 

* port à x; puis on imaginera que x ayant reçu une première 

valeur dans (1) y=fx-+~a(px-\-a,(px-+-.... , et «, a ayant 

reçu des valeurs nulles, ces quantités reçoivent chacune une 
-valeur infiniment peu différente de la première, valeurs variées 
que nous représenterons par 


.r-f-<y.r , o-j-do , rt,+<5« etc. , y deviendra 

supposant Sx , Sa, Sa, .... , tous du même ordre, on désignera 
par d'y, la somme des termes infiniment petits de ce même ordre 
dans y, — y, ce qui donne 
»/• 

(2) Sy = y- . Sx -\-cpx. ôa-\-(f,x. Sa, -f- .... 

vu que a~ a, — .... rrO. 

Sy est appelée la variation dey. 

66. La relation 


dy=f x.Sx-\r (px .Sa-\~ip,x.Sa,-\-.... 
donne dSy=f"x. dx.Sx f x.dSx-^-(p' x.dxSa-\- (p ,'x.dxSa,~p- . . . 

Car nous supposons que Sa , Sa, ... , ne change pas lorsque x se 
change en ,r -\-dx ou 
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D’un autre côté 

dy=fx . dx -f - atp'x H dx -f- a ,(p ' x . dx -f- .... 

Remplaçante par x-\-dx, a par a-+-da, etc., et prenant les 
termes du second ordre, on aura la variation de dy, c’est-à-dire 
(en posant ensuite a=a,=.... 0) 

âdy —f'x . dxdx -\-fxd . dx -f- 


-f- (f'x . dxâa -+-<p,'x. dxda ,4-.... 

Ici on remarquera que le terme acp'x.dx donne proprement 
<i(p"x .dx .dx -{-/up'x . dâx -f- (f’xdxda 
Mais ceci se réduit à (f'x.dx.ôa puisque o=0. 

Or, je dis que ddx=d .dx. 

En effet, dx est une fonction arbitraire de x, que je repré- 
sente par Wx....dx— *Px, de sorte que ddx— Wx.dx. 

D’un autre côté à . dx est la variation que subit dx quand x de- 
vient x~y Wx, c’est donc d(x~ f- Wx) — dx— Wx.dx. Par suite 
ddx=ddx. Comparant les valeurs de ddy et âdy, on les trou- 
vera égales entre elles. Donc pour toute fonction de x, on a 
ddy=d.dy. On peut donc intervertir d et d. 

D’où par différentiation d 1 dy—d.d(dy)=zdd(dy)=dd , y 
et en général d.''dy—dd n y. 

67. Actuellement nous allons chercher les variations de 

d l ÏZ etc 
dx’ dx' 3 

De l’équation (1) h° 65 on tire 


dy 

=f'x-t-a(p'x-+-a,(p,'x-\-.... 

d'y 

jp =fx+a(p"x-\-a,(p,"x-+- . 


etc. 

d°y . 

— =zf n x-+-a(p"x~{-a t (p,’'x-\-.... 

Or, en général, prendre la variation d’une fonction , c’est y 

remplacer x, a, a par x-\-dx , a-^-da, a,~i-à'a, ..., prendre 

3 
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les termes affectés de la première puissance de Sx, Sa, Sa,...., 
puis faire a=a, = etc. = 0; mais cela revient évidemment à 

prendre la différentielle totale , relativement à x, a, a pour 

y remplacer par Sx, Sa, Sa, ... les multiplicateurs cÉr, da, da 

des dérivées partielles, et ensuite faire «=a, =etc.=:0. 

Donc d.^jr =f'x.Sx-jr<p'x.Sa-{-(p\x.Sa,- f-.... 

S . ^ =f"x.Sx+(p"x.Sa+(p,"x.Sa,-\-..., 


â . < 2 ^zzf''+ , x.Sx-\-(p”x.S a + <p, ” *Sa , + .... 


Ou en posant yx.da-f-gp.arda.-t- 
Sy = ^ Sx -h <a 


-«j , 


d dy = d°+y â x^ 

dx n dx n+ ' dx" 


68. Soit à chercher la variation d’une fonction quelconque 

d°y _ . . dy 

-r- , -j— , .... Posons pour abréger etc., 

dx dx ’ dx " dx 


d „, r , % & 


= j p„, et soit la fonction proposée représentée par 

F (x, y, p,, p 7 .... p a ). Pour en obtenir la variation, il faut 
remplacer 


X 9 T 9 P' » P* » •••• P<a 

par x-\-âx , y+Sy, p,-+-Sp p„+Sp„; 
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la somme des termes affectés des variations dx , dy, dp,, — dp,,, 
etc. , sera évidemment 


f/F . f/F f/F „ JF 

+ _ dr + _ d/ ,, 


f/r 


Je la nomme «ÎF ; au moyen des relations du n° 67 , cette 
expression devient 


dF 


t JF 

dx 


f/F 


f/F 




f/F 


d# 


f/F f/o> f/F 

+ "ç + 3i$: 


f/’w f/F f/”w f/F 

fi»’ ‘ dp, ’ dx" ' dp a ' 


„ _ dF , f/F , f/F , 

Comme dF — — - d» + — dv • + .... + -j— . dp a 
dx dy dp u 


= dx \jTx 


f/F 


f/F] 

'* 4\J 


& + ^a 5 + - +l ^ 

il vient dF = . </F . dx w ^ + .... ^ . 

dx dy ' dx" dp n 


Passons aux applications que nous présenterons sous forme 
géométrique. 

69. Deux points A, B (fig. 2) étant donnés sur un plan, 
quelle est parmi toutes les courbes qui y passent , celle pour la- 

r*" dy d"y\ 


r x dy d"y\ 

quelle une intégrale définie I F (x, y, — , .... — )dx prend 

J x 1 dx dx°/ 


une 


valeur maximum ou minimum, x’ , x " , étant les abscisses des 

points A, B , et toutes les courbes que l’on compare entre elles, 

dy dy a 1 A 

avant les valeurs de .... -p , communes d’un côté en A, 

' dx dx"~' ’ 


de l’autre en B. 

Soit ACB la courbe cherchée, y—fx son équation. C’est 
la nature de fx qui est l’inconnue de la question. Supposons 
qu’il s’agisse d’un maximum. Puisque l’intégrale donnée doit 
être, pour la courbe ACB, plus grande que pour toute 
autre, quelque rapprochée qu’elle soit de ACB, menons une 
seconde courbe ADB dont chaque ordonnée DE diffère in- 
finiment peu de l’ordonnée correspondante CE de la courbe 
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ACB. Il faudra que pour la courbe ADB l’intégrale ■ dx soit 

moindre que pour ACB. Or, pour déduire ADB de ACB, il suffit 
d’ajouter à chaque ordonnée de ACB un infiniment petit CD , en 
laissant indéterminée la loi que suivent ces infiniment petits 
d’un point à l’autre. La valeur de ôy remplit ces conditions; 
seulement ici on pourra supposer parce que pour les 

points C et D l’abscisse est la même. Ainsi on prendra pour 
équation de ADB 

y,-=.fx-\-ôa.(px-\-da,.(p,x-\-.... 
ou y, =j4-d>-=j + tu 

’ dy, dut 

d ’° Ù . &=*+*?•=»+& 


dy, 


d"w 


+ dx« 


Par conséquent pour la courbe ADB , l’intégrale se change en 

ff ,y+dy,p, -f-dp ,p a ~t- âpn)âx 

— J'(¥-{-dF)dx, au premier ordre près, 

et pour que soit maxinium > *' ^ aul < I ue 

r x " 

/ (5 F . dr = 0. 

J XI 

Or, d’après le n" précédent 

y ’*" /TdF , dt , d " F d n 0) ~\ 

?•*' = Jyï r " 

Pour que cette quantité soit nulle, il suffit que le facteur 
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, . . ... dü) d°(i) . 

enlre parenthèses le soit; mais tu , — , .... j-^-sont arbitraires 

et doivent rester tels, vu que ù) = (px.âa-{-(p l x. da,+ ....- H et 
que les infiniment petits Sa, da ,, etc., en tel nombre qu’on 

d F dF c/F 

veut, sont arbilraires.il résulterait donc de là que—, -r— ...,-7— 

dy dp, dp„ 

seraient nuis. Mais ces conditions, suffisantes il est vrai, ne sont 
nullement nécessaires. En effet, l’intégration par parties donne 

m n - r^.f 

U d P< d P< %J «p. 

$ 

Or, aux limites x 1 , x" de l’intégrale, w ou dy est nul, vu que 
toutes nos courbes ont tes mêmes ordonnées en ces points; 
donc 

/£*,=- /lj-.d.ÿ-dx. 

e/ dp, t/ dx dp, 

X ' X 1 

n a f* d ^ d’eu dF du) dF dcu 

D, même (3) J -J i . - - 

dF do 1 . dF 1 , dF , 

d'oi. fdyio> = r’ÿ j, £ 

t/ dp , dx «/ dx' dp , 


X ' X' 

On trouvera enfin P £ = (_ t ). / J- d. ” — (uiir 

t/ dp n dx n ~' J dx n dp„ 
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Donc 


fâF.dx = 

J x‘ 


PrdF 1 , dF \ J dF . .. 1 , dF-, , 

J d^' d °dfï] wdx 

X' 

et pour que cette intégrale définie soit nulle, il faut et il suffit 
que chacun de ses éléments le soit. En effet, si cela n’était pas, 
tu étant arbitraire, on pourrait à chaque point de la courbe 

dF 

supposer wdx de môme signe que le facteur ^ etc.; par suite 

tous les éléments de l’intégrale seraient positifs , et l’intégrale ne 
serait pas nulle. Donc à chaque point de la courbe cherchée 


on a 


dF 1 j dF . / « 1 . dF A 

ï r -dx‘ d - dp, + "• + (_ 1} ” d? ' ’ d]T„ ~ °’ 


Cette équation est l’équation différentielle de la courbe cher- 
chée; elle est de l’ordre 2 n; son intégrale renferme donc 2 n 
constantes, que l’on déterminera en faisant passer la courbe 
par les points A , B , puis exprimant qu’en ces points les valeurs 
dy d a ~~~ , y m 

de -j- .. sonl égales à celles qui ont été données. 

70. Les points limites de la courbe cherchée ne sont pas tou- 

dy d*Y 

jours donnés, non plus que les valeurs de ... à ces 

points. Mais quelles que soient les conditions auxquelles les 
points doivent satisfaire, on peut être certain que l’équation de 
la courbe est la même. Car si ces points ne sont pas donnés , 
ils sont assujettis à certaines conditions , comme de se trouver 
sur des courbes données AA', BB'. f)r les courbes telles que 
A , D , B , qui passent en A et B , sont dans le même cas ; celles 

dy d n — *y 

qui ont en A et B les mêmes -f- , . . . — — — , que ACB, salis- 
1 dx dx"“‘ M 

font donc, en ces points limites, aux mêmes conditions que 

ACB; par suite si ACB est la courbe cherchée, elle jouit aussi 
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du maximum ou du minimum par rapport à toutes celles qui 

i , dy d°~~'y 

ont les mêmes limites et les memes valeurs de ; , . . . — — 

dx dx°~" 

à ces limites. Donc s’il s’agit simplement de trouver l’équation 
différentielle de la courbe, on peut supposer les limites don- 
nées , ce qui reproduit l’équation du n’ 68. Mais dans ce cas 
le calcul fournit des conditions relatives aux limites. Comme il 
s’agit de comparer la courbe ACB à des courbes telles que 
A'D'B' qui peuvent avoir des ordonnées auxquelles il n’en corres- 
pond pas dans ACB, et réciproquement, il ne suffit plus de 
dy 

faire varier r, etc.; il faut aussi faire varier x. Il est vrai 
dx 

que par cela même x' et x" varieront aussi, et qu’il faut exa- 
miner ce qui en résulte. 

Reprenons f¥(x , y,p ,, .... p„)dx 
. J X 

faisons y varier xf , jc?‘ , x, y.... p„; il vient 

F(x-j-âx, y-hdy , .... p„-{-dp„)d(x-\-dx) , en supposant que dx 
x'+}x‘ 

soit fonction de x. 


La partie qui est du second ordre sous le signe J est 
F . ddx-ydx . ! 


|4r dy 
et en vertu des formules du n" 67. 


4F . 4F . 4F ; 


„ ' (4F , 4F 4F 4F 

F . ddx -f- 1- 4r-+ ^ f. + ^ P , + •••• + ^ P»+. 

, 4F . 4F 4’tu 4F * d°w 4F 
+0,dx ’ dï- +Am -dï> + lü-dp + - + d^-df n 


dx 


Le facteur de dx n’est autre chose que 4F ; ainsi la première 
ligne se réduit à F . ddx-+-d ¥ . dx — 4. (F . dx) ; la seconde ligne 
a été traitée au n° 68. La variation de notre intégrale, prise in- 
définiment, se réduit donc à 
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^r </F 1 j dF , 1 i 

= Fox-f- 1 j t d.-. h j—. d'.- I 

| jip, dx dp, dx‘ dp 3 

fdF 1 dF 1 

| dp, dx ‘ ' dp, ■"‘J 


w. 


du) 

dx 


- etc. 

dV d"~'u) 
dp a ‘ dx"-' 


S L 


c/F 1 </F 

dy dx dp, 


■] 


wdx 


Cette dernière intégrale doit être nulle entre le6 limites 
x' et x " , comme on l’a prouvé; reste à annuler la partie in- 
tégrée, mais entre les limites x'-f-dx' , x"4-dx"; à ces limites 
on peut substituer x* et x"; il n’en résulte qu’une variation du 
second ordre. 11 vient donc 


F(x\/\ p l '....)âx"— F(x’, y, p’....)âx' - f-etc. = 0. 

Pour la manière de faire usage de cette équation, nous ren- 
verrons aux traités relatifs à la matière, et surtout à un mé- 
moire d’AMPÈRE, Annales de Mathématiques. 

71, Dans les applications il est souvent plus commode d’opé- 
rer de la manière suivante. On suppose la fonction donnée sous 
la forme y(x, y, dx, dy, d'y, d'y, ... d"y ) ; la variation, d’après 
une remarque faite plus haut , est 




.Jl-§dx+tEdr- 

d(dx) ^dy y 


expression que nous écrirons ainsi 


d(dy) d(d'y) 


dy 

'diÿFÿ) 


ô.d' 


Y 


Xdx-t-X.ddx -t-1 fiy -+- Y , dfiy -\-Y,d’ây-i- .... 4- Y„d"ây. 
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Donc fày =/(Xfor-l- -(-Y „d"dy). 

L’intégration par parties donne 

J\ t ddx — X t dx —JdX., .dx 

Jy ,ddy = Y , d'y -JdY.Ôy 

Jy j'dy = YJâr - dY,ây+ Jd'YJSy 

jYJ°ôr=Y„d“-‘ây - dYJ°-'ôy + ... 

+ (-iy-\d"-'Yjÿ+(-l)°fd“YJy. 

Doncy'^ = X 1 dx4-(Y,-<fY,+d'Y,4-...-4-(-l)— , d"-'Y„)d7 

-+- (Y,-dYH-...-H- 1 )°~’d"-' Y„)<% 

-|-etc. 

-H Y n d°—.ây 

4 - J(X-dX,)ôx 

-h J ; Y-dY , +d‘Y, —.etc. -+- ( — 1 )"d n Y„)dj. 

On trouve ainsi deux équations indéfinies, en égalant à zéro, 
sous le signe f, d’un côté les termes affectés de âx , de l’autre 
ceux qui le sont de dy ; ces équations sont 
X-dX, = 0 

Y— (fY.-4-d’Y,— etc. = 0. 

Ces deux équations qui rentrent l’une dans l’autre, puisque 
au n° 68 on n’en a. qu’une (on peut d’ailleurs le prouver direc- 
tement) peuvent être employées soit ensemble, soit séparément 
dans la recherche de l’équation intégrale. 

FIN. 

• a» ' 

4 
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